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Die leitenden Gesichtspunkte.

Fine prinzipiell strenge Darstellung hat erst filr den
weiter Fortgeschrittenen Wert. Dem Anfinger ist
hosser gedienl mit einer Behandlong, welche die
vorschisdenen Seiten des Stoffes znr Geltung
bringt. DemgemiB ist die Projektive Geometrie
picht rein vom Standpunkte der Geometrie der Lage
aus durchgefithrt, sondern o8 wird auch der Begriff
des Doppelverhiltnisses benutzt, Viele Beweise lassen
sich dann auch einfacher durchfilhven als bel der
rein konstenierenden Methode,

. Auf anschanliche Konstruktionsn, sowie konstruktive

Drchfibrong der Figuren und Aufgaben ist jedoch
cin Hauptgewicht gelegt.

Iiie Haumgeometrie ist prinzipiell von der ebenen
(Jeometrie nicht zu tremnen. Denn die neuere Geo-
metrie goll insbesondera auch das Anschamungever-
migen aushilden, Diecs ist schon erforderlich fir die
Figuren der ebenen Geowmetrie, um die Strablen,
Punkte usw. bei ilwer Bewegung zu veriolgen.

. Far gewisse Begriffe und Beweise mub auf die ana-

Iytische (Geomstrie verwinsen werden, so 2. B bel
der Oridnung und Klasse einer Kurve. Fbenso er-
bringt erst die Rechnung die Beweise, dall die durch
projektive Grundgebilde erzeugten nenen Gebilde die
allpemeinen ihrer Art sind.

In dem zn Gebote etehenden Raum kennten nur die
wichtigsten und in erster Linie dis projektiven Eigen-
schaften zur Sprache komimen. Metrische Beziehungen
bei Kegelschnitten, die Kreigpunkte, Brennpunkts-
sigenschaften osw, finden ihre Behandlung ohnedies
passender in der analytischen Geometria,



I. Abschnitt.
Die perspektive Bezichung der Grondgebilde.

4 1. Dis Grundgebilde.

1. Die projektive (neuere, synthetische) Geometrie
wirde nach mancherlel Ansitren aus fritherer Zeil in
der ersten Hilfte des 19, Jahrhunderts zu einem System
nnsgebant und gwar in Frankreich durch Toncelat
wnid Chasles, in Detschland dorch Mabins, Plicker
unil pamentlich duarch Steiner und v, Standt  Von
der Geometrie der Alten unterscheidet sich die nenere
(Gepmetrie vor allem dadurch, dall sie von pewiszen
cinfachen | Grundgehilden® ansgeht und ane thnen in
pinheitlicher, systematischer Weise alle ibrigen geo-
metrischen Gebtlde ableitet.

Die Grundgehbilde erster Stufe,

2, Die Flemente! der Geometrie gind der Punkt,
ilie Ebene und die Gerade, Diese letztere nennen wir
Strahl, wenn sie blof als Ganzes betrachtet wied, Aus
diesen drei Elementen werden die (Grundgebilde der
neveren Geometrie in folgender Welse susammengesotat,
Denken wir uns eine unbegrenzte Gecade g, s0 enthiilt
dieselbe wnendlich viele Punkte, die wir ons auf thr
aifgeraiht denken, etwa wie Perlen auf ciner gerudo
gespannten Schour, Die Gerade, aufgefalt als Inbegriff
abier threr Punkte, bezeichuen wir als gerade Punktreihe



G I. Die perspekiive Beziehnng der Grundgebilde,

odor kurs als Puoktreihe. Weil die Punkte anf der (Ge-
raden angeordnet sind, nennen wir di¢ Gerade den Triger
der Punktreihe, D erzeugende Element der Ponktreihe
ist also der Punkt

Durch eine Oerade kann man upendlich viels
Ebenen lepen, annihernngsweise wie die Blitter cines
aufeeschlagenen Buches. Die Gesamtheit der Ebenen,
die durch cine Gersle hindurchgehen, ponnen wir einen
Ebenenbitzchel,

Die Cerade heiBt der Trliger oder die Achse des
Fhenenbiischels, Als crzenpendes Hlement dient in diesem
Falle dic Ebene,

Nehmen wir endlich #ine Ebene ¢ und in ibr cinen
Punkt &, so kiinoen wir in dicser Ebene unendlich viele.
Gersde oder Slealilen zichen, die Gberdies durch B gehen,
ghnlich wia die Bpeichwen eines RBados, Don Inbegrif
aller dieser Strahlen penut man cinen Strahlenbiischel.
Der Ponki 8 heibt der Mittelpunkt des Dhischela, Als
erzongendes Eleraont, ist hier die Gerade, d. b, dor Strahl,
vorwendet,

Pie Punktreihe, der Bhenembiischel wnd der Steahlen-
biieehel heiflen die Grundechbilde erster Stofe oder die
einfirmigen Grundgebilde,

Dis Grundgebilde sweiter Btufe,

3. Gelen wir ang von einem Punkto 8 im Rauwme,
g0 gibt es dureh ihn unendlich vicle Strallen und
Ebenen, Den Inbegriff aller dieser Elemente bezcichnen
wir als Biindel wnd zwar als Stallenbiindel oder
Fhenenbiindel, je nacludem wir Strmhlen oder Ebenen
als Flemente wiihlen, Der Punkt 8 heift der Mittel-
puiikt des Biindels, Eine Ehene des Strahlenbiinidels 5
wird erzewgt durch dic Strablen des Slalilenbiisclels,




s L. Dhie Grundgehilde T

der in dieser Ebeno liept und 8 zum Miltelpunkt hat,
Im Ebenenbiindel dagegen ist jeder Strahl aufzufassen
alz Achse eines Ebenenbilzchels, desesn Bbonen siimt-
tich dem Biindel angehiren, Hs enthilt demnoach der
Biindal wnendlich wviela Sirahlenbiizchel und Ebenen-
biizchel.

Betrachten wir forner eine unendlich auspedehnts
Ebema & mit allen in ihr gelogenen Punkten und Ge-
raden, so nonnt man dea Inbeoriff aller dieser Flemento
gin ebenes System oder ein Feld, Wir spreachen von
einem Punktfeld cder einem Stralilenfsld, je wachdem
wir die Punkie oder die Stmahlen im Auge haben. Tm
Punktfeld smd die einzelnen Gerwlen anfzofassen als
Panktrechen, im Strabdenfel] die einzelnon Punkie als
Strahlenbilachel, Dag ebene Svetam entliilt unendlich
viele Punktroihen und Sirahlenhiischel.

Diee Bindel und das shage System bilden zusammen
die heiden Grundgebilde swailer Stufe. Sic enthalten
unenidlich viclo Gruodeebilde crstor Stufe.

Das Grandgebilde dritter 2tnle,

4. Als Grundeebilde dritter Stufe Lkinnen wie den
ganzen, unendlichen Raum mit allen in b enthaltenen
Punkten, Ebenen unid Bcallen bezeichnen. Jeder seiner
Punkte kamm ale Mittelpimkt eines Biindels, jede seiner
Ebenen als Tufigor eines ehenen Systems, jeder seiner
Strahlen als Achse cines Ebenenbiischels oder als Trliger
eimer Punktreibe genommen werden,

Die Gesamtheit ven unendlich vielen, durch irgend
ein geometrisches oder analytisches Gesels definierten
Elementen irgendweloher Art heillt eine Mamnigfultiz-
keit. Demnach sind die Grundgebilde Mannigfaltigkeiten
von Puokten, Ebenen wod Strahlen,



g I INe perspektive Beziehung dor Grundgebilde.

Um iibrigens schon durch die #uBere Form der
Darstellung den Uherblick iber die zn betrachtenden
(iebilde zu erleichtern, wollen wir fiir die peometrischen
Elemente eine bestimmte Art der Bezeichnung
festhalten. Wir bezeichnen: Punkte durchweg mit
grofen lateinischen Bochstaben, z B. A, B, P, §;
Gerade oder Btrahlen mit kleinen lateinischen Duoh-
stabon, wio a, b, g; Ebenen endlich stets mit kleinen
griechischen Buchstaben, z. B. a, §, &

§ 2. Schusiden und Projiziersn. Duas Gesetz
dor Duoalitiil.

Die Operation des Schneidens.

5. Zwei Gorade, dic in einee Fheno liegen, oder
cine Gorade und eine nicht durch sie hindurchgehonde
Ebene Lefern einen Schoittpunkt; zwei Fbenen he-
gtimmen ¢ing Schnittgerade. Dag nene Schnitlielonent
15t nur dann picht vorhandom, wenn din pegcbenca
Elomente parallel sind.  Ihese spemielle Lage wollon wir
suniichst von der Betrachtung ausschlieben. 1n jedem
dor dreil cbeanpenarmten Filla suchen wir ein Elemont,
das den bewlen gegebencn Elementen gememsam  ist,
Wir beseichnen diese Operation als die des Schneidens
und imiissen gie jetxt auch auf die Grundgebilde uns-
delmen.

Betrachten wir anen Strahlenbiischel § (Fig. 1)
und eine Gerade g, die in der Ebene des Biiechels
liggen, aber nicht durch seinen Mittelpunkt hindureh-
pohen mige, so Lkincen wir die Strahlen des Biischels
mit g zom Schoitt bringen. Wir ervhalten also anf g
cing Punktreihe, ingofern jeder Punkt dieser Gerade
als Sclmttpunkt von g mit einem Strahl des Biischels



